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Matematicas: Aplicaciones e Interpretacidon
Nivel Superior
Prueba 3

Martes 8 de noviembre de 2022 (tarde)

1 hora

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Aplicaciones e Interpretacién para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste las dos preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Empiece una pagina nueva para
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cada respuesta. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacién a una respuesta correcta que no

esté acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento
y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grafica, debera
reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion. Por ejemplo, si se utiliza un grafico
para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de la respuesta.
Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es
correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento

seguido.

1.

[Puntuacion maxima: 29]

En esta pregunta explorara posibles maneras de utilizar resultados deportivos
pasados para hacer predicciones sobre futuros encuentros deportivos.

Peter y Helen son dos amigos que estan discutiendo distintas formas de predecir el
resultado de los partidos de futbol internacionales que juega Argentina.

Peter sugiere analizar los datos histéricos para que eso les ayude a hacer predicciones.
Asi, hace una lista con los resultados de los ultimos 240 partidos que ha jugado Argentina,
en orden cronoldgico; luego agrupa los partidos en bloques de cuatro. En cada bloque,
cuenta cuantas veces ha ganado Argentina. La siguiente tabla muestra los resultados
correspondientes a los 60 bloques de cuatro partidos.

Numero de victorias de Argfentina Frecuencia
(por bloque de cuatro partidos)
0 0
1 11
2 21
3 21
4 7

(@) Determine el numero medio de victorias de Argentina por bloque de cuatro partidos.

Peter cree que estos datos se pueden modelizar mediante una distribucién binomial con
n =4 y decide llevar a cabo una prueba x* para determinar la bondad del ajuste.

(b)  Utilice los datos de Peter para escribir una estimacién de la probabilidad p para este
modelo binomial.

(c) (i) Utilice este modelo binomial para hallar la probabilidad de que Argentina gane
cero partidos en un bloque de cuatro partidos.

(i)  Halle la frecuencia esperada correspondiente a cero victorias.

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)

(2]

(1]

(1]
(2]

Véase al dorso
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(Pregunta 1: continuacién)

Dado que algunas frecuencias esperadas son menores que 5, Peter combina algunas filas
de su tabla para obtener las siguientes frecuencias observadas. A continuacion, utiliza su
modelo binomial para hallar las frecuencias esperadas correspondientes, redondeando a
una cifra decimal.

Numero de victorias de Argentina . .
. Frecuencia observada | Frecuencia esperada
(por bloque de cuatro partidos)
0ol 11 10,8
2 21 20,7
3 21 20,7
4 7 7,8

(d) Peter utiliza esta tabla para llevar a cabo una prueba ;(2 de determinacion de la bondad
del ajuste (a un nivel de significacion del 5%) con la que poner a prueba la hipétesis de
que los datos siguen una distribucion binomial con n =4.

Para esta prueba, indique:

(i) La hipotesis nula [1]
(i)  El' numero de grados de libertad [1
(iii)  El valor del parametro p [2]
(iv) La conclusion de la prueba, justificando su respuesta [2]

(e) Utilizando el modelo binomial de Peter, halle la probabilidad de que Argentina gane
al menos uno de los préximos cuatro partidos de futbol internacionales que juegue. [2]

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 1: continuacién)

Helen cree que se podria hacer una mejor prediccion considerando la transicion entre
partidos. Para simplificar el modelo, decide utilizar solo dos estados: Argentina gano (A)
o Argentina no gano (B). Helen analiza la lista de resultados de Peter y cuenta el numero
de veces que:

* Argentina gané dos veces seguidas (AA),

* Argentina gano y luego no gano (AB),

* Argentina no gano y luego gano (BA),

* Argentina no gané dos veces seguidas (BB).

Asi, obtuvo los siguientes resultados:

Transicién | Frecuencia
AA 85
AB 60
BA 62
BB 32

Helen utiliza las frecuencias relativas para estimar las probabilidades de una matriz
de transicion.

(f) (i) Sabiendo que Argentina gano el partido anterior, muestre que la probabilidad

de que Argentina gane el siguiente partido —segun la estimacién de Helen—

, 17
es igual a > (2]
(i)  Escriba la matriz de transicion ( T') para el modelo de Helen. [2]
(90 () Muestre que el polinomio caracteristico de T es 13631> — 12631 — 100 = 0. [3]
(i) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle los valores propios de T. [1]
(iii)  Halle los correspondientes vectores propios. [3]

(h) Cuando se jubile, dentro de muchos afios, Helen tiene pensado viajar a tres partidos
de futbol internacionales consecutivos en los que juegue Argentina. Utilice el modelo
de Helen para hallar la probabilidad de que Argentina gane los tres partidos. [4]

Véase al dorso
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2. [Puntuacion maxima: 26]

Algunas enfermedades requieren que los pacientes tomen medicacién de manera
regular y durante periodos prolongados. En esta pregunta explorara la concentracion
de un farmaco en el organismo cuando dicho farmaco se administra repetidamente.

Una vez que un farmaco entra en el organismo, es absorbido y llega a la sangre. A medida
que el organismo va descomponiendo el farmaco a lo largo del tiempo, la concentracién
del farmaco va disminuyendo. Sea C(¢) (medido en miligramos por mililitro, mgml™) la
concentracion del farmaco ¢ horas después de que se lo hayan administrado al paciente.
Se puede suponer que la velocidad a la que se descompone el farmaco es directamente
proporcional a su concentracion, lo que conduce a la siguiente ecuacion diferencial:

(L—f =—kC, donde keR".

La concentracion inicial es igual a d mgml™', d> 0.
(@) Resolviendo la ecuacién diferencial, muestre que C = de™. [3]

En los apartados restantes de esta pregunta, estudiara un farmaco concreto para el que
se sabe que k£ =0,2. La primera dosis se administra en el instante =0 y se supone que,
antes de este momento, no habia nada de farmaco en la sangre.

(b) Halle el tiempo transcurrido (en horas) hasta que la concentracion de este farmaco
llega al 5% de su concentracion inicial. [2]

El farmaco se debe administrar cada T horas y a dosis constantes, de modo tal que la
concentracién del farmaco aumente en una cantidad igual a a’rngrnl’1 . Para simplificar
el modelo, se supone que, cada vez que se administra el farmaco, la concentracion del
farmaco en la sangre aumenta de forma instantanea.

(c) Muestre que la concentracion del farmaco inmediatamente después de haber
administrado la tercera dosis es igual a d(l +e T+ e‘o’”). [4]

Inmediatamente después de haber administrado la n-ésima dosis, la concentracion del
farmaco es igual a:

d(l +e 4 4 e M ) .

1 _ e—O,ZnT

(d) Muestre que esta concentracion se puede expresar como d l—ew . [2]

(Esta pregunta continuta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)

Cuando un paciente lleva ya mucho tiempo tomando este farmaco, es necesario mantener
la concentracién dentro de un rango determinado para que el farmaco siga siendo seguro
y eficaz.

Sea H, la concentracion mas alta de farmaco que hay en el organismo durante
elintervalo (n — 1)T<t<nT.

Sea L, la concentracion mas baja de farmaco que hay en el organismo durante
elintervalo (n — 1)T <t < nT. Esta informacién se muestra en el siguiente grafico.

|
)T !
H, se define como limH, y L se define como limL, .
(e) Halle, en funcion de d y T, una expresion para:
(i) H, (2]
(i) L, [3]
(f)  Muestre que:
iy H,-L,=d [2]
H
i) Sln|—=1|=T 3
o nft) .

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)

Véase al dorso
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(Pregunta 2: continuacién)

Se sabe que este farmaco deja de ser eficaz si la concentracion a largo plazo es menor
que 0,06mgml™" y que es seguro si nunca supera los 0,28 mgml ™.

(g) Apartir de lo anterior, para este farmaco, halle un valor adecuado de:
i) d (1]
(i) T [1]
(h) Paralos valores de d y T que ha obtenido en el apartado (g), halle el porcentaje
de tiempo durante el que la concentracién del farmaco es de al menos 0,06 mgml™'

entre la primera y la segunda dosis. [2]

(i)  Sugiera un motivo por el cual las instrucciones del prospecto del farmaco podrian
indicar un valor de T distinto del que ha hallado en el subapartado (g)(ii). [1

Referencias:
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